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Resumo
Aplicacoes de EDO'’s sdo utilizadas rotineiramente em diversos problemas fisicos.
Um deles é o calculo da viscosidade do ar, e como este apresenta certa re-
sisténcia quando consideramos o arremesso de objetos. Esse problema teve
grande relevancia para os estudiosos antigos, tendo uma resposta consistente
dada por Galileu e provada através da segunda lei de Newton, que nos mostra
que a resisténcia do Ar € uma for¢ca que atua no sentido contrario do movimento
de um objeto qualquer. Partindo do principio fundamental da dinamica, consi-
derando o calculo da forga resultante e utilizando conceitos de EDO’s como o
método da variacao de parametros para uma equacao diferencial ordinaria li-
near de segunda ordem nao homogenia com coeficientes constantes, podemos
encontrar uma solug¢ao para o problema em questao. Assim como prover resulta-
dos decorrentes de tal aplicacao que podem ser vistos por exemplo em um saldo
de paraquedas, o qual sofrera a influéncia direta da resisténcia do ar.
Palavras-chave: EDO’s. Resisténcia do Ar. Velocidade. Forga.

1 Introducao

Com bastante frequéncia problemas da fisica necessitam da utilizagao de
calculos matematicos para suas resolugoes. Um exemplo de conceito bem exi-
gido sao as Equagdes Diferenciais Ordinarias (EDQO’s) que se mostra uma fer-
ramenta necessdria em certas aplicagcdes. Neste trabalho, veremos com deta-
lhes como podemos solucionar um problema envolvendo a viscosidade do Ar
utilizando a segunda lei de Newton a qual podemos modelar com conceitos ma-
tematicos como de EDO’s e através do método de resolucdo por variagao de
parametros conseguir chegar a um resultado consistente. Esse problema teve
bastante relevancia na Grécia antiga e foi formulada uma explicagao consistente
séculos depois.

2 Objetivos

Mostrar de maneira direta e objetiva uma aplicacao das EDO’s nos calculos
da viscosidade do ar, que € um problema frequentemente vistos na fisica e tem
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uma vasta aplicacao. Exibindo como esse conceito da matematica pode ser Util
em aplica¢oes na fisica.

3 Metodologia

Iremos analisar como aplicagées de EDO ‘s podem facilitara na solucdo de
problemas envolvendo a Resisténcia do ar, esse tipo de problema foi proposto
na Grécia antiga e tem relevancia ate os dias atuais. Iremos partir de um ponto
de vista fisico e chegando a um resultado consistente. Para isso utilizaremos
conceitos de EDQO’s para justificar as afirmacoes fisicas.

3.1 Nocoes iniciais

Aristoteles acreditava que se langassem dois objetos de uma mesma altura,
um deles leve como uma pena e outro pesado como uma esfera de ferro, os seus
tempos de queda seriam diferentes, para ele a esfera cairia mais rapidamente,
pois devido a sua massa ela teria uma maior aceleracao. Assim ele imaginava
gue quanto mais pesado um corpo, mais rapido ele chegaria ao solo. Galileu
concluiu séculos depois que um corpo leve e outro pesado quando abandonados
de uma mesma altura, caem simultaneamente no chao ao mesmo instante, ou
seja, a diferenca de massa desses corpos nao influencia nas suas respetivas
aceleragdes, o que vai diferenciar as taxas é a resisténcia do ar.

3.2 Aplicacao com a utilizacao de EDO

Consideremos o langamento vertical de um corpo onde seu deslocamento €
verticalmente para cima, vamos incluir uma forca de atrito F, agindo na direcao
oposta ao movimento, com F; = —a.v, onde v = fl—f € a velocidade e a € uma
constante que depende do meio e das dimensoes do objeto. Pela segunda lei
de Newton temos F' = m.a, analisando as forcas atuantes no sistema obtemos a
forca resultante F,., sendo igual a soma da forca peso F; com a resisténcia do
ar F,. Temos entao F,., = m.a onde F,., = F} + I, assim:

Fl +F2 =m.a
«
-m.g—oav=m.a=>—¢g=—0v+a
m

_ dzx _ d’z a . d’z de
Lembrado que v = %7 e a = @ tomando m = g temos: &5 + 5.5 = —g.
Podemos reescrever a equacao acima da seguinte forma:

2+ B.a’ = —g (1)
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A equacao (1) € uma EDO linear de segunda ordem nao homogenia com coefi-
cientes constantes, entao podemos aplicar o método de variacao de parametro
para resolvé-la. Vamos considerar as seguintes condigdes iniciais z(0) = x¢ e
2'(0) = v(0) = vy, Obtemos o problema de valor inicial a seguir:

z(0) = xo,
2'(0) = v(0) = vp.

Temos z” + .2/ = 0 como sendo a EDO homogénea correspondente a EDO
descrita em (1), onde z” + 3.2/ = 0 tem r* + 3.r = 0 como equagao caracteristica.
O discriminante da equacgao caracteristica € A > 0, desta forma teremos duas
raizes reais e distintas sendo elas r; = 0 e r, = —f. Sendo assim, a solucao
geral da homogénea tem a seguinte forma: x = c;e™! + cye™'. Substituindo r; = 0
e r, = —[ na equacgao anterior teremos a solucao geral da homogénea com a
forma descrita abaixo

z(t) = c1 + cpe™? (2)

Queremos encontrar através do método de variacao dos parametros uma solucao
particular de (1) que também tenha o formato de solucao geral para a homogénea.
Desta forma podemos substituir os parametros constantes c¢; e ¢, por fungdes
uy(t) e us(t) que iremos determinar na equagao (2), assim:

z(t) = uy (t) + ug(t).e P (3)

Derivando (3) em relagé@o a t obtemos: z'(t) = u)(t) + uy(t).e Pt — B.ug(t).e Pl
Consideremos agora que

w (1) + ub(t).e P =0 (4)

Desta forma, v/ (t) = —u,(t).e~#* e portanto, levando em consideragio a equagao
(4) temos

2'(t) = —Bauy(t).e ™ (5)

Derivando a equagéo (5) em relagéo a t obtemos 2" () = B2.uy(t).e P —B.ub(t).e Pt
Agora vamos substituir os valores de 2'(t) e 2”(t) na equagéo (1) para encontrar-
mos uh(t).

B2 ug(t).e Pt — Bl (t).e Pt 4 B(—Pug(t).e ) = —g
B2 ug(t).e P — Bl (t).e Pt — BPauy(t).e P = —g

! —pt / g-eﬂt
—Bauy(t).e " = —g = uy(t) = 3
pondo o valor de uj(t) em u}(t) = —ub(t).e™* temos: u}(t) = —L- e = —2.
Obtemos w(t) = —4§ e uy(t) = g'gﬁt, integrando «/(t) e u(t) em relagdo a ¢
teremos:
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.”Bt .Bt
ul(t):/—%dt:—%.t—Fkl e uQ(t):/g; dzf:g;2 + &y

Agora vamos encontrar os valores das constantes k; e k. Consideremos
t = 0 na equacao (5), assim

g.ePt

2'(t) = —Bug(t).e ™’ = —B.( 7 + ky).e 7P
2(t) = —% — Bkse P = 2/(0) = —% — B.ks
Como 2/(0) = v(0) = vy, temos
Vo g

vw=-2 - Bhoh=-2-2

8 g P

Substituindo os valores de u;(t) e us(t) na equagao (3) temos

Bt
a(t) = uy(t) + ug(t).e P = _%t kot (gg_z F hy)e
z(t) = —%t + ky + % + ko.e P (6)

Vamos utilizar uma condicao inicial para encontrar o valor de k;, considere-
mos ¢t = 0, assim .
g g _Bt
g g VYo g Vo
x(O):.Tozkl—i‘@—i‘]@:kl—i—@—g—@:>l€1:l’0+g
Determinado os valores de k; e k; pode-se substitui-los na equacao (6),temos:
gt g _Bt gt vo g Vo 9\ _pt
ct)=—Z thi+ St ke =—Z bt S+ 4 (w5 — =)
=g thtmEth ot ety
g |, Vo, _p g v gt
x(t)=—(5+—)e " +trg+ 5 +— — =
="z +73) rETE TS
agrupando os termos semelhantes na equacao acima obtemos que a solugao da
equacao (1) é:

_ 49
_E,

A equagéo (7) aparenta ser bem diferente da equacéo =(t) = x¢ + vt — %
gue € uma das equagdes basicas do movimento com aceleragcao constante, bem
utilizado em problemas de dinamica que apresentam esse comportamento. No
entanto, uma observacao interessante é que ambas deverao se coincidir no limite
quando 5 — 0, ja que a equacao (1) se reduz a " = —g quando 5 — 0. De fato,

calculando o limite de (7) aplicando a regra de LHospital temos:

25(t) (—e Pt +1—Bt)+ %.(-aﬁt +1) + 20 (7)
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_ Cgte™Pt — gt wvgte Pt . gtle Pt st
1 t)y=1 = lim(— te 7t
Bgr%)xg( ) Blir(l)( 25 +— + x0) Blir(l)( + vg.te " + xp)
) th th
1 1) = —Z— + vot + 2o = T + Vol —
BIL% xp(t) 5+ vot + 20 = 20+ v 5

Podemos obter mais algumas informacgdes de onde ha influencia da resisténcia
do ar se derivarmos a equacao (7)

drg g, _p —Bt

—2—Z (e~ 1) + v

Aplicando ao limite quando t — oo percebemos que existe uma velocidade limite
que sera vy, = — 4, uma vez que lim; . e Pt =0.

4 Resultados

Com tudo que foi visto até agora, obtemos um importante resultado nos mos-
trando que apartir do fato de existir uma velocidade limite, temos que nessas
condi¢des, um corpo caindo verticalmente com velocidade inicial v, = 0 tera sua
velocidade sempre inferior v, € sua velocidade tendera para esse valor quando
t — oo. Temos também que para valores apropriados da constante 5 € possivel
garantir uma queda suave, fendmeno que ocorre na utilizacao de para-quedas.

5 Conclusao

Tendo em vista os argumentos apresentados percebemos que a matematica
€ uma ferramenta indispensavel para problemas fisicos, em especial o conceito
de EDO é de fundamental importancia para diversos resultados na area, com
ele podemos encontrar uma reposta para um problema fisico que impactou os
estudiosos da época, a viscosidade do ar.
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